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RESUMO

A funcéo lucro do quarto grau na variavel “x” apresenta uma grande gama de comportamentos,
podendo apresentar até trés pontos criticos, além de quatro pontos de equilibrio, realizando
assim a descricdo de comportamentos mais complexos de um determinado produto. Com a
construcdo de cenario mais realista, efeitos, comportamentos, tendéncias podem ser previstos.
Nesse artigo, as variacOes e distancias entre o0s pontos notaveis estdo determinados,
considerando apenas os valores reais dos pontos criticos e de equilibrio. Com isso, estratégias
para a obtencdo de lucros ou de minimizacdo de prejuizos podem ser dimensionados e
realizados, evitando cenarios desfavoraveis a empresa.

Palavras-chave: Administragdo. Gestdo Financeira. Matematica. Func¢des. Polindmios.
ABSTRACT

The fourth-degree profit function in the variable "x" presents a wide range of behaviors, with
up to three critical points (which may assume local minimum or maximum values as well as
inflection). The four equilibrium points (points where the function profit equals to zero), thus
performing the description of more complex behaviors of a given product. In this more realistic
scenario, effects, behaviors, trends can be predicted. In this article, the variations and distances
between the remarkable points are determined, considering only the actual values of these
critical and equilibrium points. With this, strategies to obtain profits or to minimize losses can
be scaled and realized, avoiding scenarios unfavorable to the company.
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1 INTRODUCAO

Em trabalhos anteriores de Bosquetti (et al, 2019a), os pontos de equilibrio de uma
fungdo lucro “L(x)” polinomial do quarto grau foram obtidos. Nesses pontos, a empresa ndo
apresenta nem lucro, nem prejuizo, sendo uma situacdo de equilibrio entre as funcdes receita e
custo. Uma vez que

Lix)=ax*+bx3+cx*+dx+e coma#+0. (1)

As constantes “a”, “b”, “c”, “d” e “e” sdo independentes entre si e também da grandeza

29 ¢¢ 2 ¢

“x” sob consideragdo, os pontos de equilibrio “x;”, “x,”, “x3” e “x,” sdo dados por:

1
X1'2=—4—a+§ \/Zi\/Zy/\/i—A—Za , (2)
—— 2l as [~aa-a-2 ()
Xzq = —goto| VAL - 2y/NA - al.
em que definimos as quantidades “a”, “y” e “A” respectivamente por:
¢ 3/b\?
=——={- 4
*=a 8(a>' @
1/b\> 1/b\,cy d
=—_(= —(=)(=)== 5
4 8<a> +2<a>(a) a’ ®)
3 (b\* 1 /(b\*,cy 1(/b\[d) e ¢ 3/b\°
ﬂ=2<j‘ﬁ(a> +E(E> (a)‘z<a)<a)+a+y>‘a+§<a)- (©)

A grandeza “A” apresenta em sua estrutura um parametro “y”, fruto do desenvolvimento
matematico adotado para a resolucdo da equacdo do quarto grau (CYBERINI, 2018). Tal
grandeza é uma das possiveis solugdes da equacao

8y3 + 4(6\/E —a)y?+ &/E(Z\/E —a)y—-y2=0, 7

em que
p=am(0) *150) @30 @)+ 2 ®

Por se tratar de uma equacgéo do terceiro grau, o procedimento proposto por Cardano
(apud ANDREATINI, 2019) pode ser aplicado, encontrando-se trés possiveis solugdes “y;”,
“y,” e “y3” descritas matematicamente por:

yl=%-ﬁ+3j-g+ﬂ—3jg+ﬂ, ©)
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(04 1 . 3 q 1 ] 3
yzzg_\/ﬁ+§(—1+l\/§) —§+\/Z+E(1+l\/§) E-H/Z' (10)
1 1
y3:%_ ﬁ—§(1+i\/§)3 —%+\/Z+E(1—i\/§)3§+\/z. (11)
As grandezas “A”, “q” e “p” sdo dadas por:
A= (q/2)* + (0/3)% , (12)
1 1
=——y24+_af———ad 13
=78 “ﬁ 108" ()
5 3 1
=>p-"a/f ——a? 14
D 4/3 4a\/_ 4805. (14)

(133

Tendo em vista que “y” é independente e possibilita ser escolhida uma solugdo dentre
as trés possiveis, recomenda-se, de acordo com Bosquetti et al. (2018), que se escolha sempre
solucdes reais e com a menor complexidade possivel, evitando assim complicacdes
desnecessarias. Em complementacdo ao fato, ressalta-se que se A = q%/4 + p3/27 = 0, havera
trés raizes reais como solugio da equagio de terceiro grau para “y”. Caso A = q%/4 + p3/27 <
0, as raizes “y;”, “y,” e “y;” serdo reais e distintas entre si. Finalmente, quando A = g?/4 +
p3/27 > 0, araiz “y,” serareal e “y,” e “y;” serdo raizes complexas conjugadas.

Outro aspecto igualmente investigado por Bosquetti et al. (2019a) em uma fungéo lucro
genérica do quarto grau refere-se aos pontos de lucro maximo e minimo passiveis de ocorrerem
para fungdes dessa ordem polinomial. Aplicando-se a metodologia usual para a obtencéo dos
mesmos, segundo Sodré (2006a, 2006b), encontramos, na condicdo para A= q2/4 + p3/27 >
0, que:

b
xcl:_gq_gﬂm—jng, (15)
b 1 3] 1 3
_ 2t _ 1 - : 1 16
Xep = === 5 (1= 1V3) =5+ VA+ - (1+1V3) |5+ VA, (16)
b 1 1
Xy = == (1+13) =2+ VB+5 (1= iV3))[2 + VA (17)

Para esse caso, existirda uma coordenada critica real “x.;” e duas outras complexas
conjugadas “x.,” € “x.3”. N0 caso em que o discriminante A= 0, duas situacdes podem ocorrer:
Se as quantidades p = g = 0 0s pontos criticos serdo coincidentes, constituindo-se uma raiz
tripla:

b
Xe1 = Xe2 = Xe3 = E (18)
Se A= 0 porque g2/4 = —p3/27 # 0, temos duas solucdes reais (sendo uma raiz

simples e outra raiz dupla), a saber:

b /q
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b 3/q
_ = 20
222 (20)

A condicdo para A= q%/4 + p3/27 < 0, implica em trés coordenadas criticas reais.

¢ 9 13 2 €6 9% 66 90

Definindo as grandezas “p” e “¢” em termos de “p”, “q” e “A”, a saber:

Xeg = Xe3z =

2 3

2 _ —
__i_A__Z 21
pP 57 , ( )
1 q%/4 + A 1 27q>
— | == + 22
Q= arccosl 2/ l arccos Il 3 ( )

A grandeza “¢” ¢ definida por uma razdo no argumento da funcdo trigonométrica
inversa (IME/UNICAMP, 2019). As expressdes trigonomeétricas para as coordenadas criticas

b 1Y

reais “x.1”, “X” € “x.3” assumem respectivamente a forma:

b
Xer = =g 2p3cos(p/3), (23)
b
Xep = = 3=+ 2p"3cos(n/3 + ¢/3), (24)
b
Xes = ==+ 2pY3cos (/3 — ¢/3) (25)

Os pontos criticos podem ser de méaximo, minimo ou de inflexdo, dependendo dos
valores assumidos pelos coeficientes “a”, “b”, “c”, “d” e “e”. De posse desses resultados, é
possivel a investigacdo de intervalos notaveis da funcdo lucro genérica polinomial do quarto
grau.

2 AMPLITUDES NOTAVEIS DA FUNCAO LUCRO DO QUARTO GRAU

Nesse trabalho, definiremos por “amplitude” ao intervalo de valores assumidos pela
fungdo lucro “L(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e” coma # 0, entre dois pontos considerados
notaveis em nossa analise matematica. Ressalta-se também que as expressdes a serem obtidas
sdo validas, desde que os pontos criticos e 0s pontos de equilibrio satisfagam as condigdes de
existéncia para as mesmas e também se enquadrem no intervalo de pontos validos para a
grandeza sob investigacao “x”.

2.1 Amplitudes entre pontos criticos de uma funcéo lucro do 4° grau

A variagéo da fungdo lucro do 4° grau entre dois pontos quaisquer “x;” ¢ “x,” é descrita
simplesmente pela subtracdo AL(x) = L(x;) — L(x,). Tal diferenca pode ser explicitamente
apresentada como:

AL(x) = a(xs —xf) +b(x3 —x3) +c(x?2 —x) + d(xy, — x1) . (26)
Uma vez que
(xg - xf) = (x% + x12)(x2 + x1) (% — x1), (27)
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(x5 —x3) = (xp — x) (x5 + 2201 +x7), (28)
a equacdo para a amplitude pode ser reescrita como
AL(x) = (x; — x){(xp + x)[a(x2 + x2) + c] + b(x% + x,x, + x2) + d}. (29)

O célculo da amplitude para dois pontos criticos serd realizado apresentando-se 0s
valores encontrados para 0s termos (x, — x;), (x, + x1), (x5 + x2) e (x2 + x,x; + x2).

As expressdes matematicas para os pontos criticos variam, dependendo do valor
assumido pelo discriminante A= q2/4 + p3/27. No caso A > 0 existe apenas um ponto critico
real, de forma a ndo ser possivel compara-lo com nenhum outro. Igualmente acontece para o
casoemque A=0e g =p = 0. Nacondicdo em que A =0 e q%/4 = —p3/27, a funcéo lucro
apresenta duas raizes distintas, descritas pelas equacdes (19) e (20). Nessa situacao, a expressao
para a amplitude “AL(x) = L(x.,) — L(x,;)” é tal que:

q\'/? (30)
Xcz = Xe1 =3 (E) )
b q\1/3
xotra=-5--(3) . (31)
b? b ,q\1/3 q\2/3
2 2 - (1 1 32
bt =gsto-(5) +5(3) (32)
3b%  3b q\1/3 q\2/3
xcz-z + XeoXeq + xgl = —16a2 + E (E) +3 (E) . (33)

Na condi¢do A < 0, existem trés pontos criticos reais e distintos, “x.1”, “Xz5” € “xc3”7,
respectivamente descritos pelas equacdes (23), (24) e (25), e exemplificado na Figura 1. Assim
sendo, existem trés possiveis amplitudes a serem determinadas. A amplitude “AL(x) = L(x,) —
L(x,1)” é tal que:

s
— Xe1 = 2V3 p3 sen (6 + (g) (34)
b 1 s
Xez + X1 = —%—2\/5 p3 cos (g + %) ) (39)

b? b 1 T
x§2+x§1=@+\/§ap§cos(g+(§ +p3[3+2cos ( ) \/_sen< )] (36)

2 2
Xc2 + Xc2Xc1 + Xc1

_ 3b?

B 1\6/22 (37)
3Vv3b 1 T (p

+ p3cos(6 3 +p3 [3+2COS ( ) \/_sen<3>]
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Figura 1 — Func&o Lucro do 4° Grau L(x) = x* — 9x® — 5x? + 153x — 140, com os pontos de
equilibrio x1 =—4, x2 =1, x3=5 e x4 = 7 e também as amplitudes verticais entre
0s pontos criticos que ocorrem em Xe1 = -2,25, Xc2 = 2,75 € Xc3 = 6,25. Os valores
da Fungdo Lucro nestes pontos sdo: L(xc) = —-381,418 (prejuizo), L(xc2) =
112,957 (lucro), L(xc3) = -50,449 (prejuizo).

1.200
Funcao Lucro
L(x) = x*—9x3 — 5x? + 153x — 140
800
Pontos de Equilibrio L(x) = 0
¥=—4¥=1%=5exn="7.
400
ALy1(x) = |L(xc2) — L{xcq)| AL3;(x) = |L(xc3) — L(xc2)|
A =
. _4.\ Xc1 il X2 5 Xc3 7
\ ] _
P
\/ ________________________________

~400 — ===

&
o

ALs; () = |L(xes) — Loy

Fonte: Graéfico criado pelos autores (2019)
Adaptado do grafico gerado em http://www.calculadoraonline.com. br/grafica.

De forma similar para os pontos criticos “x.;” e “x.3”, a amplitude “AL(x) = L(x.3) —
L(x.)” é tal que:

X3 = X1 = 243 P% sen (% - g) , (38)

Xez + Xe1 = — %—2\/5 p% cos (g - g) ) (39)

x% + x4 = 8b_:2 + \/§§ p%cos (% — g) + p% 3 + 2cos? (%) +/3sen (2?(1))] ,  (40)
x% + Xp3Xoq + x5 = 136baz2 + gzﬂplcos (g — %) +3 p% (41)

Finalmente, a amplitude associada aos pontos criticos “x.,” e “x.3”, “AL(x) =
L(x.3) — L(x.,)” é tal que:

1 @ 42
X3 = Xz = —2 p3coS (5) ’ (42)
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Xes + Xcp = =5 +2 p3 cos (E) ) (43)
b2 b 1 2
x5 +x2, = 8a a2 p3cos (%) +2p3 [1 + 2sen? (%)], (44)
3b> 3b 1 [0 2
X% + Xe3Xep + X2, = Tea? 3 P30S (5) +3p3 . (49)

Nesses casos, “AL(x)” apresenta as possiveis amplitudes, decorrentes da diferenca de
valores de “L(x)” nos respectivos pontos criticos.

Figura 2 — Funcéo Lucro do 4° Grau L(x) = x* — 42x? + 64x + 105, com os pontos de
equilibrio xa =—7, x2 = -1, xs = 3 e x4 = 5 e também as amplitudes horizontais
entre esses pontos. Também estdo ressaltados os pontos criticos que ocorrem
em Xc1 = -5, X2 = 0,75 € Xc3 = 4,25. Os valores da Fungdo Lucro nesses pontos
s80: L(Xe1) = =640 (prejuizo), L(Xe2) = 129,691 (lucro), L(xe) = -55,371
(prejuizo).

1.200

Funcéo Lucro

L(x) = x* —42x? + 64x + 105

Pontos de Equilibrio L(x) =0

x=\—7,x=—1,x=3ex =>.
L(XCZ)
i Axz1 (%) = |x2 — x4 ://m %5 i
O a ~ L i C Il \I
o [~ e ’I‘\L/:
g et T 3 0 °

Ax3,|(x) = |x3 — x7] l Axs3(x) =|x4 — x3

]
i
i
i
i
i
1
i
i
1
1
i
i
i
1
]
i
1

-600

L(xcl)

-1

o
w
(2]

-6 -3

Fonte: Gréfico criado pelos autores (2019)
Adaptado do gréafico gerado em http://www.calculadoraonline.com. br/grafica.

2.2 Amplitudes entre um ponto critico e um ponto de equilibrio de uma fungéo lucro do
4° grau

As amplitudes associadas as diferencas de valores da funcdo lucro “L(x)” entre um
ponto critico e um ponto de equilibrio apresentam formulacdo matematica mais simples, uma
vez que o valor da fungéo lucro no ponto de equilibrio se anula, ou seja, L(xponto ae equitiprio) =
0. A amplitude de variacao de valores é tal que:
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AL(X) = L(x) - L(xponto de equill’brio) = axf + bxf + CX% + dxl +e. (46)

Os valores das amplitudes entre pontos criticos e pontos de equilibrio sdo obtidos
simplesmente substituindo-se respectivamente as expressdes matematicas das grandezas dos

99 <¢

pontos criticos “x = x.;”, “x = x:,” ou “x = x.3” na equagao anterior.

3 INTERVALOS DE VALORES MONOTONOS E NAO MONOTONOS DA FUNCAO
LUCRO

Essa secdo destina-se a apresentar os intervalos de valores horizontais entre pontos de
equilibrio, e entre pontos criticos de uma fun¢édo de lucro do 4° grau, conforme Bosquetti et al.
(2019b).

3.1 Intervalo de valores horizontais entre pontos de equilibrio de uma funcéo lucro do 4°
grau

Tendo em vista que a fungdo lucro “L(x)” do quarto grau permite assumir valores para
seus coeficientes “a”, “b”, “c”, “d” e “e” tais que a fungdo pode apresentar nenhuma, uma, duas,
trés ou quatro raizes reais, e, nesses casos, cortar o eixo das abscissas, a distancia entre tais
pontos pode ser obtida genericamente, sendo um intervalo notavel da referida funcdo. Para

tanto, apresentamos as condigdes de existéncia para que as raizes “x;”, “x,”, “x3” € “x,”, que
sdo os pontos de equilibrio de “L(x)” sejam reais:
Condigdo “x;” e “x,” reais: 1=0, e 2y— 2 —2a2"* > 0. (47)
Condigdo “x3” e “x,” reais: 120, e 2y + 23 4 2a2% < 0. (48)

Considerando que as expressGes matematicas para a posi¢ao dos pontos de equilibrio real sejam
dadas pelas equacdes (2) e (3), as expressdes para os intervalos de valores Ax,, = x, — x4, €M
que “x,” e “x;,” sdo denominagdes genéricas das possiveis raizes da equacdo do quarto grau,
temos:

Axyy = |x; — 25| = \/Zy/ﬁ—l— 2a, (49)
AM3=ha—ml=P7+%Jm¢ﬁkﬁ—2a—J—hhﬁ—A—2¢, (50)
AM4=upmn=v7+%Ja%ﬁkz—2a+J—hAﬁ—A—2¢, (51)
Ah3=x,—%h:vi—%Jm¢ﬁkﬁ—2a+J—wAﬂ—A—2g, (52)

1
Axzg = |xz — x4] = \/z—g

\/2)//\/2—/1—26(—\/—2)//\/1—/1—20( , (53)
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O modulo aparece nas subtragdes para garantir que tal quantidade seja sempre maior ou
igual a zero. Uma exemplificacdo dessas variacOes verticais pode ser vista na Figura 2,
apresentada anteriormente.

De acordo com Bortolossi (2016), uma funcdo € estritamente crescente se, em um dado
intervalo de valores da grandeza “x”, ser satisfeita a condi¢do “L(x,) < L(x[;)” quando x, <
xg. Por outro lado, a fungdo € estritamente decrescente em outro intervalo de valores se ocorrer
que “L(xy) > L(x[;)” quando x, < xz. Tendo em vista que a fungdo de quarto grau apresenta
pontos de maximos ¢ minimos, haverd um intervalo de valores “Ax”, em que a fungdo lucro
ndo serd necessariamente nem estritamente crescente, nem estritamente decrescente. O
intervalo estara limitado aos valores das raizes “x;”, “x,”, “x3” e “x,”, se as mesmas existirem.
Dessa forma, o limite inferior de “Ax” acontecera no menor valor da raiz real enquanto o limite
superior, 0 maior valor real entre as raizes da funcdo lucro, ou seja:

Ax = [min(xlﬂx2)x3) X4),méX(x1, x21x3!x4)] . (55)

Se ndo existirem valores reais o intervalo é nulo.
3.2 Intervalo de valores horizontais entre pontos criticos de uma func¢éo lucro do 4° Grau

Analise semelhante a da subsecdo anterior pode ser realizada para as distancias entre os
pontos criticos “x.;”, “xq5” € “x.3”. A quantidade de pontos criticos reais esta diretamente
relacionada com o sinal do discriminante “A”. Assim sendo, havera dois pontos criticos reais
se “A=0”, e ainda na condicdo g?/4 =—p3/27 #0. Tais coordenadas estdo
matematicamente descritas pelas equacdes (19) e (20), de modo que a distancia entre as mesmas
sera:

1

q\3
Mxer, =[x = xal = 3|(3)°] - (56)

Caso A < 0, as raizes “x.1”, “X.»” € “x.3” sdo reais e distintas entre si, de modo que as
distancias entre tais coordenadas sdo matematicamente descritas como:

Axoip = |Xpp — Xo1| = |2p1/3 [cos (g + %) + cos (g)” : (57)

Utilizando a expressdo para a soma de cossenos de distintos argumentos “6,” e “6,”
(RIGONATTO, 2019):

6,+86 6, -0
cos(8,) + cos(6,) = 2 cos (1TZ> cos (172) ) (58)

temos
Axc1p = Xz — Xeal = 2V3 |P1/3C05 (§)| . (59)

Fazendo analise semelhante na determinacdo de uma expressdo matemaética genérica
para a distancia entre as raizes “x.;” e “x.3”, temos:
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Axp13 = |Xp3 — X0q] |2p [cos (3 3) + cos (3)” . (60)
Utilizando-se a expressdo para a soma de c0ossenos como no caso anterior, obtém-se
que:
%
AXpq3 = Xz — x| = 293 |p1/3cos (§)| . (61)

Portanto, as distancias horizontais entre “x.;” e “x.3” € “X.1” € “X.”, sdo
matematicamente idénticas |x.3 —x,,| = |x., —x,,|. Finalmente, o intervalo horizontal
associado as distancias entre as coordenadas “x.,” € “x.3” € tal que:

Axczp = |xXc3 — Xc2| = |ZPI/3[COS(7T/3 —¢@/3) +cos(n/3 + <P/3)]| ) (62)

ou, de forma equivalente

Axcp3 = |xC3 - xczl =2

p%cos (g)‘ : (63)

4 DISCUSSOES E CONCLUSOES

A introdugdo de novas poténcias inteiras da grandeza “x” na fungdo lucro “L(x)” faz
com que novos comportamentos, aspectos e fatores possam ser levados em consideragdo ao
longo do comportamento de mercado. Tendo em vista a abrangéncia desse estudo realizado,
diversas possibilidades de comportamentos podem existir, dependendo da combinagdo dos
valores dos coeficientes independentes de “x”, os quais multiplicam as poténcias dessa
grandeza, “a”, “b”, “c”, “d” e “e”.

Os Pontos de Maximo e Minimo ou de Inflexdo ocorrerdo dependendo de condi¢cbes
explicitadas no discriminante A = q%/4 + p3/27, o qual pode assumir valores positivos, negativos
ou nulos, promovendo a existéncia de um, dois ou trés pontos criticos “x;”, “X.,” € “x.3” reais
para intervalos de valores desse discriminante. Ja a existéncia dos pontos de equilibrio “x;”,
“x,”, “x3” e “x,”, consideradas raizes da equagio de quarto grau ax* + bx3 + cx? +dx + e =
0, est4 associada a uma série de condicOes descritas pela emergéncia de fatores reais nas expressoes
das raizes quadradas associados a esses pontos de equilibrio.

Nesse trabalho, realizamos um estudo sobre os intervalos notéaveis, associados as
diferencas dos valores obtidos nos pontos de equilibrio e também nos criticos, encontrando
expressdes genéricas e validas para qualquer funcdo lucro do quarto grau que apresente raizes
reais. Os valores complexos foram desprezados por nao apresentar significado financeiro, néo
existindo o ponto, na pratica. As distancias entre os valores assumidos pela funcdo lucro nos
pontos criticos “AL(x)” foram obtidas considerando-se todas as possibilidades para “x.,”,
“xe2” € “x03”. Da mesma forma, as distancias entre as coordenadas associadas aos pontos de
equilibrio “x;”, “x,”, “x3” e “x,” foram apresentadas, respeitando-se as condi¢cdes de sua
existéncia. Atraveés dessas expressoes é possivel tracar estratégias para evitar perdas, maximizar
lucros, apresentar taxas de crescimento favoraveis principalmente na regido onde a funcédo
varia, ou seja, ndo é monotonica, algo que deve chamar atencdo daqueles investidores, donos
de empresa ou funcionarios associados ao setor financeiro da corporagéo, evitando que ocorram
prejuizos severos e que possam por em cheque toda a atividade econdémica da empresa.
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