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RESUMO

Os pontos de equilibrio de uma funcéo lucro descrita por uma funcéo polinomial genérica do
4° grau sdo determinados. Neste cenario mais realista, efeitos, comportamentos, tendéncias
podem ser previstos com maiores chances de acertos. Casos particulares e de interesse também
estdo determinados nesse estudo, tracando um panorama e proporcionando instrumento para
aplicacdo em casos reais e de interesse, com a varia¢do do parametro sob investigacéo. Dentre
estes casos, destacam-se as equacdes biquadradas e também os casos em que o interesse
comportamental s6 tem significado para valores positivos do pardmetro. SimulacGes e
exemplos que elucidam o tratamento matematico estd apresentado, complementado as
explicacGes e o tratamento matematico realizado.

Palavras-chave: Administragdo. Gestdo Financeira. Matematica. Func¢des. Polindmios.
ABSTRACT

The Profit Function Equilibrium Points” described by a generic polynomial function of the 4th
degree is determined. In this realistic scenario, effects, behaviors, trends can be predicted with
greater chances of success and accuracy. Particular cases are also discussed in this study,
allowing to construct a richer panorama and providing an instrument for application in real
cases, with the variation of the parameter under investigation “x”. Among these cases, we
highlight the bi-square equations and also the cases in which the behavioral interest has only
meaning for positive values (x > 0). Simulations and examples complements the mathematical
treatment presented in this work.
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1 INTRODUCAO

Pode-se definir como “funcdo” a qualquer regra matematica particular e especifica que
satisfaz a condigédo a qual um determinado elemento de um conjunto (aqui representado pela
variavel “x”) a outro (e Unico) elemento de outro conjunto (aqui definido pela variavel “y”).
Dessa forma, para cada valor de “x” existe um valor de “y” correspondente, obtido através da
regra matematica preliminarmente definida.

Dentre as fun¢bes mais importantes e presentes na gestdo financeira de uma empresa
(OLIVEIRA, 2016), destaca-se a fun¢ao lucro “L(x)”, definida pela diferenga entre duas outras
funcOes nessa mesma variavel: A fungéo receita “R(x)” e a fung@o custo “C(x)”:

L(x) = R(x) — C(x). Q)

A grandeza “x” ¢ um parametro real, cujo significado pode variar caso a caso (nimero
de itens comercializados, numero de produtos confeccionados, entre outros). Usualmente, tal
funcdo é representada por um polinémio de segundo grau, porém ndo ha impeditivos para que
“L(x)” possa ser representada por fungdes polinomiais de ordens mais elevadas, em que outros
efeitos e contribui¢cbes podem ser acrescentados além daqueles ja previstos para os polinbmios
de grau 2. Trata-se, portanto, de uma generalizacdo das analises usuais, com a previsao de
comportamentos, tendéncias, efeitos que podem ser explicados ao se considerar polinémios de
ordem maiores, criando cenarios mais realistas de mercado. Evidentemente o preco que se paga
nessas consideragdes é o tratamento matematico associado ser mais complexo. Entretanto, de
nada adianta primar pela simplicidade e criar modelos ndo condizentes a realidade dos
processos de uma empresa ou do mercado em geral.

Recentemente, foi analisado o caso de fungdes lucro descritas por fungbes polinomiais
de 3° grau genéricas (BOSQUETTI et al., 2018). Nesse trabalho, foram obtidas as condicGes
de equilibrio, bem como discutidos situacfes limites, em que 0s maximos e minimos locais
perdiam seus reinados em detrimento aos comportamentos assintdticos previstos para um
polinémio de grau 3. Neste trabalho, analisaremos o cenario de fungdes lucro em situacdes de
equilibrio, descritas por fungdes polinomiais do 4° grau. Para isso, consideraremos 0s
coeficientes “a”, “b”, “c”, “d” ¢ “e”, todos independentes entre si e, também, da grandeza “x”:

Lx) =ax*+bx3+cx*+dx+e coma#+0. )

Tendo em vista 0 objeto do estudo aqui realizado, os pontos de equilibrio acontecem
toda vez que a funcao receita “R(x)” e a fungdo custo “C(x)” se equivalem, ou seja, a empresa
ndo tem nem lucro nem prejuizo:

Condicilo R(x) =C(x) - ax*+bx>+cx®*+dx+e=0, coma#0. (3)

Matematicamente, esse comportamento € equivalente a determinacéo das raizes de uma
equacdo polinomial de 4° grau na variavel “x”, as quais devem satisfazer as seguintes Condigoes
de Girard (MUNDO EDUCACAO, 2019).
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Xy +x, +x3+x4 =—b/a
X1Xy + X1X3 + X1X4 + XoX3 + XX, + X3X4 = C/a 4)
X1 XXz + X1X3X4 + X1 X3X4 + XpX3X, = —d/a '’
X1X2X3X4 = €/a

em que “x1”, “x2”, “x3” e “x4” sdo tais que L(X1) = L(x2) = L(x3) = L(x4) = 0. Evidentemente o
ponto de equilibrio é uma situacdo delicada, instavel e ndo confortavel a uma empresa,
indicando que ela esta, tdo somente, empatando o que gasta em relacdo a grandeza “x” sob
analise. 1sso pois, dentre as finalidades primeiras da empresa € ter lucro, principalmente pois
podem acontecer reveses e fatos imprevistos que ela tenha que investir, pagar dividas ou
prejuizos, ou qualquer outra situacdo imprevista que causem danos ao capital financeiro da
empresa. Dessa forma, o conhecimento desses pontos de equilibrio pode ser tomado como
limites méximos de tolerancia a grandeza “x”, os quais, uma vez ultrapassados (ou nao
atingidos, dependendo do caso), provocardo prejuizos a mesma, conforme exemplificado na
Figura 1.

Um procedimento muito utilizado no tratamento matematico de equagdes polinomiais
de grau maior que 2 € o de eliminar algumas poténcias da equacdo original. Para isso, costuma-
se realizar uma mudanca de variavel (GARBI, 2007), a qual, nesse caso, é dado por:

b
z=x+— coma#0, (5)
4a

Com a divisdo de toda a equacdo (3) pelo parametro “a” e a inser¢do da grandeza “z” na
equagao (3), elimina-se o termo “x®”, apresentando apenas termos em “z*”, “z%”, “z” e um termo
independente de “z”, ou seja, tal procedimento produz uma equagdo incompleta do 4° grau em

“z”, a seguir apresentada:

zY+az? —yz+ =0, (6)
em gue os parametros “a”, “B” e “y” sdo tais que:
a= c/a—%(b/a)2 , (7)
B = — = (b/a)* + = (b/a)*(c/a) — 5 (b/a)(d/a) + e/a , ®)
y = == (b/a)* + (b/a)(c/a) — d/a. ©)

Outra manipulacdo matematica que usualmente € frequente nos polinbmios acima de
grau 2 € a possibilidade de utilizar produtos notaveis para simplificar a complexidade dos
termos presentes na equacéo, deixando-a mais simples de ser tratada. No caso da equacao (6),
é possivel realizar a soma e subtracdo (para ndo alterar a equacéo, evidentemente) pelo termo

“Zﬂzz”. Assim procedendo, temos:
7t +2,/Bz% — 2\/[Bz* + az® —yz+ B =0. . (10)

2
Uma vez que (2% ++/B) = z* + 2,/Bz% + B, que é o produto notével da soma entre
dois termos ao quadrado, reescrevemos a mesma da seguinte forma:
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(11)

(z% + \/F)Z = (2B — a)z% +yz..

Figura 1 — Funcdo Lucro do 4° Grau L(x) = x* + 4x3 — 3x? — 10x + 2, com as regides de
lucro (L(x) > 0), prejuizo (L(x) < 0), explicitando os pontos de equilibrio (L(x)
= 0)

150

L(x) = x* +/4x3 — 3x%2 — 10x + 2
100

Pontos de Equilibrio Financeiro

Prejuizo

-50
-4.5 -3,0 -1,5 0.0 15

Fonte: gréafico criado pelos autores (2019)
Adaptado do gréafico gerado em http://www.calculadoraonline.com. br/grafica

O ponto de equilibrio a ser perseguido nesse trabalho mostra quanto a empresa precisa
ter de receita “R(x)” para ser lucrativa. E importante ressaltar, porém, que a partir de certos
volumes de receita em relacdo a grandeza sob analise, gastos em investimentos, infraestrutura,
marketing, transporte, contratacdo de mé&o-de-obra, estoque, almoxarifado e outros aspectos
devem ser revistos, gerando gastos extras até a sua adequacdo. Ainda que exista uma relacédo
direta em quantidade de vendas de um produto ou entdo da realizagdo de alguma acdo
empresarial e seu retorno financeiro, é necessario avaliar a capacidade maxima da empresa em
relacdo ao quesito considerado, pois, ndo raramente, patamares superiores s6 poderdo ser
atingidos a partir de investimentos preliminarmente realizados, o0 que acaba elevando os custos
e as despesas fixas, conforme exemplificado na Figura 2. Nesse exemplo, foi modificado apenas
o termo independente de “x” para que a estrutura da fungdo polinomial ndo varie de forma
significativa, facilitando a interpretacéo e o significado de se realizar tais ag0es em uma dada
empresa, para adaptar ou atender uma demanda crescente no quesito atribuido a variavel “x”
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Figura 2 — Funcdo Lucro original L(x) = x* + 4x® — 3x? — 10x + 2, e Func&o Lucro apos
investimentos e reengenharia L2(x) = x* + 4x3 — 3x? — 10x + 27. Com isso,
as regifes de prejuizos foram eliminadas assim como os pontos de

equilibrio.
180 : 1
Apods Investimentos Lz(x) — x* +|4x3 — 3x2 = 10x + 27
/ Reengenharia, as | i tosl/
regides de prejuizos o el
ou os pontos de Reengenharia

120 s
equilibrio foram

eliminadas. Em L2(x)
sO existem |regides
de lucros.

L(x) = x* +4x3 —3x% —[10x + 2

60

Pontos de Equilibrio Fingnceiro de L(x)

Lucro

Prejuizo

-60
-4.5 -3,0 -1,5 0,0 1.5

Fonte: Gréfico criado pelos autores (2019)
Adaptado do grafico gerado em http://www.calculadoraonline.com. br/grafica

2 PONTOS DE EQUILIBRIO DE UMA FUNCAO LUCRO DE 4° GRAU

Na secdo anterior, diversos aspectos da fungéo lucro L(x) foram abordados, destacando
a necessidade de se criar cenarios mais realisticos e aplicdveis as analises mais complexas, em
gue mais fatores podem ser levados em consideracdo para o computo do lucro de uma empresa,
para um dado quesito “x”, o qual varia de corporagdo para corporagao. Argumentou-se ainda
da necessidade de a empresa realizar investimentos ou de acgdes de reengenharia para poder
atender demandas crescentes (ou decrescentes) em relacdo ao quesito “x”, sem que 1SSO
provoque prejuizos na mesma. Caso o quadro de prejuizos perdure por tempo significativo, a
viabilidade em se manter o quesito “x” pode ser questionada. Nos casos em que isso acontece,
¢ comum o uso de instrumentos de gestdo da qualidade em uma tentativa de entender e
solucionar 0 que estad ocorrendo, ou entdo encerrar 0s servigos, produtos ou o que seja em
relagdo a “x”. Na continuidade das acdes para se chegar a expressdes algébricas que possam
determinar 0s pontos de equilibrio para uma funcéo de 4° grau, realizamos, na equacédo (11) a
seguinte permuta de termos.

@+ VB = (2 + B +5) ~o &

[P

As quantidades “y” e “0” sdo tais que ndo modifiquem a equagdo (11) original. Para
. 2 2
isso, desenvolvemos a equagdo (12) de forma que (z2 +./B) = (22 +/B) +2y(z* +
JB) + y* — o, resultando na relagio:
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Desse modo que a equacdo (11), a qual investiga os pontos de equilibrio da fungéo lucro
L(z), em que “z” e “x” estdo relacionados através da equagdo z = x + b/4a, pode ser reescrita
como:
2
(2 +F+y) ~0 = (2/F-a)* +yz )

. . . . 2
Inserindo a equacdo (13) na equagdo anterior, temos (z2 +\/E+y) = 2y(z2 +
JB) +¥% + (2y/B — a)z? + yz. Reescrevendo esse Gltimo resultado, com a introdugio da

quantidade “A”, a qual esta relacionado com as quantidades “a”, “B” e “y”, temos:
2
(ZZ+\/E+}/) =/122+yz+y(y+2\/§), (15)
com
r=2(/B+y)—«a (16)
Apo6s alguma manipulagéo algébrica, a identidade (15) toma a seguinte forma:
(22 + B + y)z = A(z* +yz/1 + w), 17)
em que
w=y[1+(a@-y)/2]. (18)
O trindmio z2 + (y/A)z + w da equagéo (19) pode ser decomposto em um produto de dois
pohnomlos de primeiro grau na variavel “z”, de forma que z2 + (y/N)z+w = (z —z,)(z—z_), em

que “z,” e “z_” sdo as raizes da equagdo z2 + (y/A)z + w =0. As formas matematicas dessas raizes,
séo, portanto:

2y =512+ ST ). (19

Com isso, a equacao (17) pode ser substituida pela seguinte expressdo equivalente:

(22 +.B+ y)2 =Mz—2z.)(z—z). (20)

Vamos agora tentar escrever a equacdo (22) na forma a qual ambos os lados das
equacOes sejam o produto de somas/subtracdes de termos, todos elevados ao quadrado. Para
iSS0, é necessario que z, = z_ = —y /24, ou seja, que o discriminante da equacao (19) se anule.

Tal caso particular pode ser obtido, pois a varidvel auxiliar “y” ainda nao foi determinada,
possibilitando realizar uma escolha conveniente para a mesma. Assim procedendo, escrevemos:

(22 + B +y) = [Viz-z)]" (21)
Tal simplificacdo resulta em duas possiveis equacdes de 2° grau (CYBERINI, 2018):
|4
2-z+(y+B—-—=)=0,
z z (y JB . ﬁ) (22)

Y\ o
zz+ﬁz+(y+\/ﬁ+2—ﬁ)—0- (23)
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Assim sendo, escrevemos as solucdes das equagdes (22) e (23) como se segue:

1

212 =5 \/Ii\/)l—4(y+\/_—2yﬁ> , (24)
1

z34 =7 —\/Ii\/l—4(y+\/ﬁ+2yﬁ> : (25)

b

Conforme visto nas Figuras 1 e 2, nem todas as raizes associadas as expressoes de “z; ,’
ou “z3 ,” sdo valores reais. Tais solugdes podem ser desprezadas, pois ndo produzem significado
na analise sob consideracao, pois simplesmente o ponto de equilibrio obtido ndo acontece. Na
Figura 3 apresentamos alguns exemplos graficos dessas situacoes.

Figura 3 — Raizes das Fung¢des Lucro na variavel “z” Li(z) = (22— 9)(z% - 25), L2(2) = z(z
+4)(0,122 +5) e Ls(z) = 0,25z* + z° + 42> + z + 60, todas de 4° grau, com
respectivamente 4, 2 e nenhuma raiz real.

750

L,(z) =z(z+ 4)(0,1z%2 + 5)

Ls3(z) =/0,25z* + z3 + 4z% + z + 60 a ,
2 raizes reais

nenhuma raiz real

500

L1(2) = (2% | 9)(z* — 25)

4 raizes reais
250

/

Raizes de Funcoes L(z) do quarto grau

-250
-5,0 25 0.0 2,5 50

Fonte: gréafico criado pelos autores (2019)
Adaptado do gréafico gerado em http://www.calculadoraonline.com. br/grafica.
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Figura 4 — Raizes de Fungdes do 3° grau na variavel “t”: y1(t) = (t+3)(t2+ 8) apresentando 1 raiz

reais e y2(t) = —t(t — 3)(t+8), apresentando 3 raizes reais e distintas
594

() =t +3)(t7+8)

e 1 raiz real
198

yo(t) = —t(t —3)(t +8)

3 raizes reais

0 :’/ I

-198
-5,0 -25 0.0 25 5,0

Fonte: gréafico criado pelos autores (2019)
Adaptado do grafico gerado em http://www.calculadoraonline.com. br/grafica

Uma vez que z = x + b/4a, 0s pontos em que a empresa ndo apresenta nem ganhos,
nem perdas para uma funcdo lucro L(x) = ax* + bx3 + cx? + dx + e, em que o coeficiente
“a” ndo se anula, sdo dados por:

b 1

X1'2=—E+E ﬁi\/l—4(y+,/ _Zyﬁ> , (26)
b

x4 =—7-%5 —\/_+J/1 4(y+,/ +2\/_> (27)

“ 9% ¢ “ 29

OS parémetros b e eStﬁO relacionados COl’n OS COCﬁCiel’lteS 6‘a‘l9 “b’? 6‘ 2 “d”
“e” através das equagoes (7), (8) e (9), respectivamente. O pardmetro A = 2(\/_ + y) —aé
taI que:

3 (b\* 1 (b\’,cy 1(b\[(d\ e ¢ 3(b\*
1=2 J‘ﬁ(&) ri5e) O-3E)G) e )-s+3e) @
Para que existam raizes reais nas equacdes (26) e (27) é necessario que tanto  quanto A
sejam iguais ou maiores que zero, ou seja, que sejam satisfeitas as condicdes:

B=0 e y=sa—B. (29)




296

Rinecnps of TECwlania
Falce

_]]  SITEFA

Tais condi¢Oes sdo necessarias, mas, por si s6, ndo garantem a existéncia de raizes reais.
E necessario também que a composicdo de termos contidos dentro da segunda raiz quadrada
das equagOes para x;, e x3, Sejam maiores ou iguais a zero, resultando nas inequagdes
232 —a(y +[B)AY2 + 2y =0 e 232 —4(y +/B)AV%2 — 2y = 0. Os pardmetros “y” e “A”
estdo inter-relacionados pela equagdo y = 0,5(1 + a) — Zﬁ, de modo que as condlgoes
anteriores podem ser reescritas como:

22 +2(a-2/B)21* -2y <0 e B242(a-2/B)2"*+2y<0. (30)

Dessa forma, para que as equacdes (26) e (27) tenham raizes reais, as inequacoes (29)
devem ser satisfeitas e, pelo menos uma das inequacdes (30) a ser obedecida. Em caso de néo
atendimento do que foi exposto, inexistira pontos de equilibrio para a funcéo lucro.

Considerando ainda o caso de valores exclusivamente da grandeza “x”, as condigdes
para ocorréncia de pontos de equilibrio devem ainda ser acrescentada através da satisfacdo de
das condicgdes x;, > 0 e x5, = 0, ou seja:

ja 4(y+ VB - 2\/_)_%—\/_ ou \/A—4(y+\/_—2yﬁ>s—%+ﬁ.

(31)

j1—4<y+\/ﬁ+2y—ﬁ)_%+\/_ on ja_zl(ymgﬁ)s_;;a_a.

[T 1)

Dessa forma, existirdo pontos de equilibrio para valores positivos de “x” se, além das condi¢des
ja apresentadas para que as equagdes (26) e (27) possam ter raizes reais, pelo menos uma das condi¢des
previstas nas equacdes (31) deve ser satisfeita.

Para que tal analise possa se completar, € necessario obter uma expressao para “y”. IsSo
acontecerd na proxima secéo.

3 EQUACOES PARA O PARAMETRO INDEPENDENTE “y”

As solugdes para o parametro independente “y” pode ser conseguida retornando-se a

condic&o particular adotada na equacao (20), a qual estabelece que asraizesz, = z_ = —y/2A.
Evidentemente isso ocorre quando o discriminante da equacédo (19) se anula, ou seja:
y? —4wA? =0. (32)

Umavez que w = y(A + a — y)/2e 2 =2(/B + y) — a, a expressdo anterior toma a
forma y% = 4y(2/f +v)(2/B + 2y — ). Essa equagdo, por sua vez, pode ser reescrita,
explicitando as poténcias de “y”. Assim fazendo, obtemos a seguinte expressao:

8y° + 4(6/f — a)y? +8,/B(2\/B —a)y —y?* = 0. (33)

(1))

Trata-se de uma equacao de 3° grau na variavel “y” o qual pode ser resolvido pela
formula de Cardano (MATHCENTRE, 2009), apresentando trés raizes “y1”, “y2” e “y3”:

a
n=o- B+ |-24a-2ea, (34)
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yzzg—\/ﬁ+%(—1+i\/§)3—%+A+%(1+i\/§)3g+A, (35)
y3=%— ﬁ—%(1+i\/§)3—%+A+%(1—i\/§)3g+A, (36)

€C_ %

em que as grandezas “A”, “q” e “p” sdo dadas por:

A=(q/2)* + ®/3)% (37)

q=—%yz+%aﬁ—ﬁa3, (38)
5 3 1

p=Zﬁ—Za\/_—4—8a2. (39)

Ressalta-se que se A = 0, a equacdo (33) tera trés raizes reais, sendo duas iguais; Se A<
0, a equacdo tera trés raizes reais distintas; Se A> 0, a equacao terd uma raiz real e duas raizes
complexas conjugadas.Tendo em vista que € necessario apenas uma raiz dentre as trés
possiveis, por simplicidade, adota-se como solu¢do alguma raiz real para a variavel “y”.
Ressalta-se ainda que a referida equacéo do terceiro grau possui somente raizes reais ou uma
raiz real e duas raizes complexas conjugadas, como se observa na Figura 4.

4 FUNCOES LUCRO DESCRITOS POR POLINOMIOS BIQUADRADOS

Um caso particular de interesse na literatura trata-se de quando os coeficientes que
multiplicam as poténcias “x>” e “x” se anulam, de forma que a func&o lucro pode, nesse caso,
ser simplificada para:

L(x)=ax*+cx*+e coma=0. (40)

Uma vez que os pontos de equilibrio continua a ocorrer quando a fun¢ao receita “R(x)”
e a funcdo custo “C(x)” sdo iguais, entdo ax* +cx?+e = 0. Tal equacdo é usualmente
conhecida como equacédo biquadrada (SO MATEMATICA, 2019), a qual pode ser reduzida
facilmente a uma equacéo de 2° grau. Para isso, utilizamos a substituicdo k = x?2, de forma que:

ak?+ck+e=0, coma#0. (41)
De posse dessa equacdo, aplica-se a formula de Baskara:

= o[ et Ve~ tae]. 42)

e 0s pontos de equilibrio, se existirem, sdo determinados pelas equacdes:

X172 = j [ c++/c? 4ae] (43)
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X34 = i\/% [—C —+c? = 4ae] . (44)

Para que as raizes possam ser reais nesse caso particular, é necessario que c? > 4ae, e
gue seja, pelo menos satisfeita uma das condicdes:

%[—c+\/c2—4ae]20 ou %[c+\/c2—4ae]SO. (45)

Adicionando as restri¢oes x; , > 0 e x5, = 0, 0s sinais negativos das equagdes (43) e (44)
devem ser desprezados, em adi¢do de todas as condicOes ja discutidas para a existéncia de pontos de
contorno determinados por nimeros reais.

5 CONCLUSOES FINAIS

As expressdes gerais associadas ao ponto de equilibrio de uma fungdo lucro L(x)
descrita por um polindmio do 4° grau na variavel “x” foram apresentadas. Nesse cenario, efeitos
ndo previstos podem ser incluidos, construindo modelos de gestdo financeira mais realistas.
Dessa forma, os pontos de equilibrio podem ser tratados como limites inferiores aos quais 0s
custos “C(x)” e receitas “R(x)” se equivalem e a empresa ndo apresenta perdas. Cabe a mesma,
porém tracar planos, adotar medidas e acfes para que R(x) > C(x), produzindo lucro, ou seja,
fazendo com que matematicamente L(x) > 0.

Para a obtencdo das solugdes, utilizou-se a equagdo (z2 + \/E + y)2 —0 =
(Zﬂ — a)22 + yz a qual apresenta variavel auxiliar “y” a qual pode ser adotada como
qualquer solugdo real da equagdo de 3° grau dada por 8y° + 4(6,/B — @)y? + 8,/8(2./B —
a)y —y2 = 0, a qual pode ser obtida pelo método de Cardano.

Um caso mais simples e usual na literatura acontece quando os coeficientes de ordem
impar do polindbmio de 4° grau se anulam, resultando em uma equacao biquadrada de simples
tratamento algébrico. Condi¢des para a obtencdo de raizes reais e também de raizes positivas
foram discutidas, devendo a grandeza sob investigacdo “x” satisfazer diversas inequagdes
restritivas ao seu valor. Independentemente dos valores adotados, cabe a empresa sempre adotar
plano de acdo para que as condigdes associadas a gestdo financeira de seus produtos e servicos

estejam favoraveis a mesma, promovendo sua perpetuagdo no mercado, bem como tragando
estratégicas para seu crescimento, melhoria e diversificacdo de suas atividades.
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