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RESUMO

A funcdo lucro € uma funcdo importante na sustentabilidade da empresa. O lucro acontece para
valores positivos de L(x) e prejuizo quando L(x) < 0. Os pontos de maximo e minimo de uma
funcdo lucro descrita por uma funcgéo polinomial genérica do 4° grau sdo determinados. Neste
cenario mais realista, efeitos, comportamentos, tendéncias podem ser previstos. Casos
particulares e de interesse também estdo determinados nesse estudo, tracando um panorama e
proporcionando instrumento para aplicagdo em casos reais e de interesse, com a varia¢do do
parametro sob investigacdo. Dentre estes casos, destacam-se as equacdes biquadradas e,
também, os casos em que o interesse comportamental s6 tem significado para valores positivos
do parametro. Nestes casos, restri¢cbes adicionais devem ser consideradas na analise.

Palavras-chave: Administracdo. Gestdo Financeira. Matematica. Funcdes. Polindmios.
ABSTRACT

The profit function is an important function in the company's sustainability. The Profit occurs
for positive values of L (x) and loss when L (x) <0. The Profit Function Maximum and
Minimum Points” described by a generic polynomial function of the 4th degree is determined.
In this realistic scenario, effects, behaviors, trends can be predicted. Particular cases are also
discussed in this study, allowing to construct a richer panorama and providing an instrument
for application in real cases, with the variation of the parameter under investigation “x”. Among
these cases, we highlight the bi-square equations and also the cases in which the behavioral
interest has only meaning for positive values (x > 0). In these cases, additional restrictions
should be considered in the analysis.
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1 INTRODUCAO

Entende-se por “Gestdo Financeira de uma Empresa” (IUGU, 2017) ao conjunto de
procedimentos e a¢es administrativas vinculados a anélise, ao controle e ao planejamento de
todas as atividades financeiras de uma empresa, indUstria, comércio, corpora¢des em geral.
Tendo em vista a necessidade de sistematizar tais procedimentos, bem como utilizar conceitos
matematicos que possam quantizar tais acOes, define-se a fungdo lucro “L(x)” (OLIVEIRA,
2016), como sendo a diferenga entre duas outras fun¢des nessa mesma variavel “x”:

L(x) = R(x) — C(x). Q)

A fungdo “R(x)” é denominada “fun¢do receita” enquanto “C(x)” ¢ a fungdo custo.
Assumindo que a funcdo lucro seja adequadamente descrita por um polinédmio do 4° grau na
variavel “x”, os coeficientes “a”, “b”, “c”, “d” e “e”, todos independentes entre si e de “x”,
temos:

Lx) =ax*+bx>+cx*+dx+e coma#+0. )

Trata-se, portanto, de uma generalizacdo das func@es lucro usualmente considerada nas
analises financeiras tradicionais. Tal generalizacdo possibilita a inclusdo de efeitos,
comportamentos, tendéncias, agregacdo de valores que s6 podem ser explicados ao se
considerar fun¢bes mais complexas, criando cenarios mais realistas de mercado (BOSQUETTI
et al, 2018). Em artigo anterior, os pontos de equilibrio de uma func&o lucro do 4° grau foram
investigados (BOSQUETTI et al, 2019).

Neste trabalho, os pontos locais de méximo e minimo para a funcéo genérica do 4° grau
sdo determinados através a aplicacdo da metodologia usual para a obtencdo dos mesmos
(SODRE, 2006a; 2006b) Admitindo-se que o parametro a # 0, as derivadas de primeira,
segunda, terceira e quarta ordem da fungéo lucro na variavel “x”, sdo dadas como se seguem:

L' (x) = dL(x)/dx = 4ax® + 3bx? + 2cx + d, (3)
L7 (x) = d?L(x)/dx? = 12ax? + 6bx + 2c, (4)
L (x) = d3L(x)/dx® = 24ax + 6b, (5)

L7 (x) =d*L(x)/dx* = 24a. (6)

As derivadas de ordem igual ou superior a cinco anulam a fun¢ao lucro “L(x)”. Tendo
em vista que a derivada de primeira ordem L’(x) = 0 nos pontos de minimo ou maximo
relativo, existe a necessidade de se aplicar o teste da derivada de segunda ordem. Sejax = v, 0
valor da variavel “x” tal que L'(v) = 0 e L”"(v) > 0. Neste caso, a fungdo L(x) tem um ponto
de minimo local neste ponto. Seem x = v, L'(v) = 0 e L”(v) < 0, a funcdo lucro L(x) tem
um ponto de maximo local neste ponto. Quando L'(v) = L”(v) =0, o teste € inclusivo,
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devendo considerar-se a derivada de ordem seguinte para nova analise. Neste ultimo caso, se
L'(v)=L"(b)y=0e L (v) # 0, o ponto é de inflexdo. Se L'(v) =L "(v) =L""(v) =0 ¢é
necessario considerar a derivada de quarta ordem em relacdo a varidvel “x” para determinar se
0 ponto é de maximo ou minimo. Neste caso, L”"""(v) = 24a, de modo que x = v, serd ponto
de mé&ximo se a < 0 e ponto de minimo se a > 0.

2 PONTOS CRITICOS DE UMA FUNCAO LUCRO DE 4° GRAU

Tendo em vista 0 objeto do estudo aqui realizado, os pontos criticos da funcdo lucro

acontecem toda vez que sua derivada de primeiro grau em relacdo a “x” se anula, ou seja,
L’(x) = 0. Neste cenario, tais pontos sdo as raizes da equacao de terceiro grau:

4ax® + 3bx? + 2cx +d = 0. )
Uma vez que o parametro a # 0, podemos dividir toda a equacdo pelo coeficiente que

multiplica a terceira poténcia em “x”, ou seja, o termo “4a”. Assim procedendo, a equacao
anterior pode ser reescrita como:
3b c d
3 2
x>+ —x*+—x+-—=0. 8
4a 2a 4a ®)

Realizando a seguinte mudanca de variavel:

b
- — 9
2= x4, 9
o termo quadratico da equacdo (8) se anula, obtendo a denominada forma reduzida da equacao
de terceiro grau (ANDREATINI, 2019):

22 +pz+q=0, (10)

(193] ({2l

onde as quantidades “p” e “q” sdo definidas em termos dos parametros “a”, “b”, “c” e “d” como
Se Segue.

c 3b?
_c 11
p 2a  16a?’ (11)
d bc b3
g=L_be (12)

4a 8a? 32a3°

De posse destas duas ultimas quantidades, é possivel a construgdo do discriminante “A”,
definido por:
2 3
q° P
A= — + —. 13
4 * 27 (13)
Analisando o sinal deste discriminante, temos que quando A> 0, a equacao de terceiro
grau apresenta uma solucéo real e duas complexas conjugadas entre si. Quando A< 0, a referida
equacdo possui trés raizes reais (CYBERINI, 2018). Finalmente, se A= 0, duas situacoes
podem ocorrer: Se as quantidades p = g = 0, temos trés raizes reais e iguais x; = x, = x3 =
b/4a.Se q*/4 = —p3/27 # 0, temos duas solugBes reais (raiz dupla), a saber:
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b 3/q
=——_272 14
X1 4a 2; ( )
b
xZZX3:_E+3g. (15)

A seguir apresentamos as solugfes para 0s valores positivos e negativos para o
discriminante “A”.

2.1 Pontos Criticos de uma Funcéo Lucro de 4° Grau para a Condicdo A> 0

Na condicdo onde o discriminante A= g2?/4 + p3/27 > 0, a equacio tera uma raiz real
“x,” e duas outras complexas conjugadas “x,” ¢ “x3”, a seguir apresentadas:

— b 3 q 3|q
xl__E-i_\/_E-l_\/Z_\/E-I_\/Z' (16)
b 1 . 3 q 1 ] 3
=== (1-iV3) |- +VA+ - (1+iV3) o+ VA, (17)
b 1 _ s q 1 . ,
X3=—E—E(1+l\/§) —E+\/Z+§(1—l\/§) E+\/Z_ (18)

Salvo excecdo de casos excepcionais, as grandezas associadas as func¢des lucros séo
reais, de forma que as raizes complexas ndo encontram significado na analise financeira em
questdo. Para determinar se “x;” é ponto de maximo ou minimo, ¢ necessario substituir a
equagdo (16) na expressdo para a derivada de segunda ordem na varidvel “x” para a funcao
lucro, ou seja, em L”"(x) = 12ax? + 6bx + 2c. Assim procedendo, temos:

2

b b
i ol —_—— —_— —_—— —_— 19
L (x;) 12a< ote n) +6b< te n>+26, (19)

onde as quantidades “£” e *“”” sdo definidas respectivamente como:

g:3j_g+vz, (20)
T]=3’E+\/Z. (21)

Desenvolvendo algebricamente a equacéo (19), encontramos que

2

3b
L (x)) = 12a(e? +n?) + yr 2c. (22)

Se L”"(x1) > 0, entdo “x;” é ponto de minimo. Se L”"(x;) < 0, entdo “x,” é ponto de
maximo. Se L”’(x;) = 0, devemos investigar o valor da derivada terceira da funcdo lucro no
ponto “x;”. Assim procedendo, a expressdo matematica para L”"(x) = 24ax + 6b assume a
forma:

L (x;) = 24a(e —1n). (23)
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Se L”"(x;) # 0, ou seja, se € # n, entdo “x;” ¢é ponto de inflexdo. Se L""(x;) =0, a
analise deve prosseguir para a derivada de quarta ordem na variavel “x”, a qual resulta em
L”"(x) = 24a, a qual determinara que “x;” sera ponto de maximo se a < 0 e ponto de minimo
se a>0.

2.2 Forma trigonométrica dos pontos criticos de uma funcéo lucro de 4° grau para a
condicdo A< 0

A forma trigonométrica dos pontos criticos de uma funcdo de 4° grau genérica pode ser
encontrada aplicando-se a identidade dada pela formula de Euler (UFGRS-IME, 2019):

eti"/3 = cos(n/3) + i.sen(n/3) = %(1 +iv3), (24)

e realizando uma mudanca de variavel associada aos termos existentes dentro da raiz cubica,
temos:

%i VA = p [cos(@) + i.sin(@)] = p eti®. (25)

¢ 9 13 2

A relagdo entre as grandezas “p” e “@” em funcdo de grandezas ja conhecidas,

€C_ %

particularmente “p” e “q” definidos pelas equacdes (11) e (12), podem ser encontradas através
da resolucdo do seguinte sistema de equagdes:

L VE=pe®
qz . (26)
E—\/Z=pe“"’

Somando as duas equacdes do sistema anterior, obtemos q = 2p cos(¢). De forma

analoga, através da subtracio de ambas as equacBes, obtemos que o discriminante VA =
i 2p sen(¢). Continuando a andlise, temos, pela segunda equacéo do sistema, que

e = p/[a/2~VA]. (27)

Substituindo esta relacdo na primeira equagdo do sistema de equacdes, encontramos

€ 9 €C_ % [P

uma expressao para a grandeza “p”, em termos de “p” e “q”, a saber:

2 3
q p
2 = A=, 28
="y 27 (@8)
Realizando a divisdo entre as equacdes do sistema de equacOes apresentado, obtemos 0s
seguintes resultados:

20 q/2 ++VA 29
I )
-2 _ Q/Z - VA 30
e e® —q/Z T (30)

Desta forma, da soma das equacdes (29) e (30) uma expressdo para 0 cos(2¢), a saber:
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cos(2 ):llq/2+\/z+q/2—\/Zl
@ 2|q/2—-VA q/2+VA|

Realizando algumas manipulacGes algebricas, e utilizando-se o conceito de funcéo
trigonométrica inversa (UNICAMP-IME, 2018), verifica-se que:

1 q?/4+4] 1 1+27q2
QY= 2ClT'CCOS q2/4—A = —qarccos 2p3

5 (32)

As raizes da equacdo L’(x) = 0, determinada pelas equacdes (16), (17) e (18) podem
ser reescritas, nestas novas variaveis, como:

b

X, = - pl/3 e=i0/3 _ p1/3 pie/3 (33)
b . . . .

Xy = _E + e—m’/3p1/3 e—l(p/3 + eln/3pl/3 el(p/3 ) (34)
b . . . .

X3 = _E + em’/3p1/3 e—l(p/3 + e—m/3p1/3 el(p/3 ) (35)

Nas equacdes anteriores, a grandeza “p*/3” aparece como fator comum nos dois tltimos

termos das equacGes, podendo ser colocado em evidéncia. Nas duas Gltimas equacdes, é
possivel agrupar o produto das exponenciais em uma Gnica, pois ambas apresentam a mesma
base. Somando-se as poténcias de cada uma, temos:

b . ,

X, = i pl/3 (e—l<p/3 + el<p/3) ) (36)
b . .

X, = - + p1/3 (e—l(n/3+<p/3) + el(n/3+<ﬂ/3)) ) (37)
b . .

X; = - + pl/3 (e—l(n/3—<p/3) + el(ﬂ/3—<p/3)) ) (38)

Para uma quantidade genérica “0”, é vélida a identidade e®® + e~ = 2.cos(0). Desta
forma, as expressdes anteriores assumem a forma final:

b
Xy = — 2~ 2pYcos(p/3), 9
b
X, = 2o+ 2p"cos(n/3 + p/3) )
b
X, = 1o+ 2p"cos(n/3 ~ p/3) . @

Estas ultimas equacdes sdo a forma trigonométrica das raizes “x;”, “x,” e “x3”.
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2.3 Pontos criticos de uma funcéo lucro de 4° grau para a condi¢do A< 0

Na condicéo onde o discriminante A = q%/4 + p3/27 < 0, as raizes “x;”, “x,” € “x3”
sdo reais, necessitando serem todas consideradas nas anélises de gestdo financeira da empresa
no estudo sobre lucros maximo e minimo.

2.3.1 Analise da funcéo lucro de 4° grau para a raiz “x;”

Na investigacdo sobre os pontos criticos, substitui-se a formulacdo matematica da raiz
“x,”, obtida na se¢do anterior, na expressdo L (x) = 12ax? + 6bx + 2c¢. Assim procedendo,
temos:

2
b 1) b Q
z — L _91/3 b L _91/3 b
L (x;) 12a( ia 2p~'°cos (3)> + 6b ( i 2p-'°cos (3)) + 2c. (42)

Realizando o desenvolvimento algébrico desta expressao, encontramos:

L (x;) = 48ap?/3cos? (g) 2zt 2c. (43)

Pelo teste da derivada segunda, temos que se L”(x;) > 0, entdo “x;” é ponto de
minimo; se L (x;) < 0, entdo “x;” é ponto de maximo; se L"'(x;) = 0, devemos derivar

novamente a funcéo lucro, obtendo, neste caso, a expressdo L""(x) = 24ax + 6b, estudando o
valor de L”"(x) no ponto “x,”. Assim procedendo, verifica-se que:

L (x,) = —48ap/3cos (%) (44)

rrr

O ponto “x;’ eponto de inflexdo se L""(x;) # 0.Caso L""(x;) = 0, aanalise prossegue
para a ordem seguinte, L””""(x) = 24a, a qual determinara que “x;” sera ponto de maximo
guando a < 0 e ponto de minimo quando a > 0.

2.3.2 Andlise da func¢do lucro de 4° Grau para a raiz “x,”

Substituindo a forma trigonométrica da raiz “x,”, obtida na se¢do anterior, na expressao
matematica da derivada de segunda ordem da funcéo lucro L”"(x), obtemos:

4a
Realizando o desenvolvimento algébrico desta expressao, encontramos:

b\? b
L (x,) = 12a (2p1/3cos (g + %) — —) + 6b <2p1/3cos (g + %) — E) +2¢. (49)

T @\ 3b?
L (x;) = 48ap?/3cos? (— + —) ——+ 2c. (46)

Aplicando o teste da derivada segunda para a funcéo lucro, temos que se L (x,) < 0,
entdo “x,” é ponto de maximo; se L (x,) > 0, entdo “x,” é ponto de minimo; se L' (x,) = 0,
nada se pode afirmar. Considerando a derlvada de terceira ordem na variavel “x” para a funcao
lucro, L””"(x), temos, no ponto “x = x,”, que:
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L (x,) = 48ap*/3cos (g + %) . (47)

O ponto “x,” é ponto de inflexdo se L"""(x,) # 0. Caso L""(x,) = 0, analisa-se o sinal
de L’ (x) = 24a. Neste cenario, “x,” sera ponto de minimo quando a > 0 e ponto de maximo
quando a < 0.

2.3.3 Andlise da funcdo lucro de 4° grau para a raiz “x3”

A dindmica associada a raiz “x;” ¢ idéntica a ja apresentada para “x,”. Desta forma, a
derivada de segunda e de terceira ordem da funcdo lucro apresenta-se na forma:

T @
. 2/3 2 48
L”(x3) = 48ap“/°cos (3 3) ia + 2c. (43)
rrr _ 1/3 _ _;
L (x3) = 48ap*/°cos (3 3) . (49)

As consideragdes para esta raiz sao idénticas as aplicadas a “x,” ndo sendo necessario
sua replicacao.

3 FUNCOES LUCRO DESCRITOS POR POLINOMIOS BIQUADRADOS

Um caso particular, mas de grande interesse na literatura trata-se da situa¢do onde 0s
coeficientes b = d = 0, os quais multiplicam respectivamente as poténcias “x>” e “x” da fungio
lucro se anulam. Neste caso, a funcéo lucro é descrita matematicamente por um polinémio
biquadrado (SO MATEMATICA, 2019):

L(x) =ax*+cx*+e coma=#0. (50)

As derivadas de primeira, segunda, terceira e quarta ordem da funcéo lucro na variavel
“x”, sdo dadas como se seguem:

L'(x) = dL(x)/dx = 4ax® + 2cx, (51)
L”(x) = d?L(x)/dx? = 12ax? + 2c, (52)
L (x) = d3L(x)/dx® = 24ax, (53)
L (x) = d*L(x)/dx* = 24a. (54)

€ % (P4

Neste caso particular, as quantidades “p”, “q” e o discriminante “A” as quais sao
definidas nas equagdes (11), (12) e (13) em termos dos parametros “a”, “b”, “c” e “d” se
simplificam da seguinte maneira:

Cc
=5, (55)

q=0, (56)
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De posse destas simplificagdes, as raizes “x;”, “x,” e “x3”, da fungdo L'(x) = 4ax> +
2cx apresentadas nas equacoes (16), (17) e (18) se simplificam, podendo ser expressas por:

X1 = 0 ) (58)
x2=—1(1—i\/§)\/g+1(1+i\/§)\/g (59)
2 3 2 3’
x3=—1(1+i\/§)\/g+1(1_i‘/§)\/2 (60)
2 3 2 3
Realizando nova simplifica¢do algébrica para as expressoes de “x,” e “x3”, obtemos
3
= =P =5 (61)
Aplicando o teste da derivada segunda para a funcéo lucro, onde L”"(x) = 12ax? + 2c,
e lembrando que x; = 0 e x5 = x5 = —c/2a, temos:
L"(x,) = 2c, (62)
L”(xZ) = L”(X3) = _4‘C . (63)

Deste modo, temos que se a derivada segunda for negativa, entdo o ponto critico sera de
maximo. Por outro lado, se a derivada segunda L' (x) > 0, entdo o ponto estudado € de minimo.
Neste caso particular, quando ¢ > 0, o ponto “x;” é de minimo enquanto “x,” e “x3” sdo de
méaximo. Quando ¢ < 0, a situacdo descrita na frase anterior se inverte. Na condicdo ¢ = 0,
nada se pode afirmar. Tendo em vista que esta Ultima opcéo resulta em trés raizes reais e nulas,
ou seja, para c = 0, x; = x, = x3 = 0 (raiz tripla) e consequentemente L"""(x;) = L' (x,) =
L (x3) = 24ax = 0, é necessario estudar-se o sinal da derivada de quarta ordem para a funcéo
lucro. Neste caso, L”""(x) = 24a e as raizes serdo ponto de minimo quando a > 0 e ponto de
méaximo quando a < 0.

4 RESTRJ(;GES ADICIONAIS A EXISTENCIA DE PONTOS DE CRITICOS PARA
FUNCOES LUCRO DE GRANDEZAS ESTRITAMENTE POSITIVAS

Uma situacgdo particular, mas de grande interesse na gestdo financeira acontece quando
os valores da grandeza “x” devem ser estritamente positivos. Neste caso em particular, algumas
restricbes adicionais devem ser consideradas para a efetiva existéncia dos pontos de lucro
maximo ou minimo. Isso, pois, ndo deverdo ser considerados pontos criticos que ocorrem para
valores de x < 0.

Para as restri¢cGes adicionais de existéncia dos pontos criticos possam ser encontradas,
devemos considerar as raizes da equagdo L' (x) = 0, a qual resulta em trés possiveis raizes “x;”,
“x,” e “x3”. No caso em que o discriminante A= g2/4 + p3/27 > 0, a equacdo terd apenas
uma raiz real “x;”, a qual terd que ser necessariamente maior ou igual a zero. Desta forma, a
seguinte restricdo adicional é conseguida:
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\/—E+\/Z—\/§+\/Z ZE. (64)

No caso em que A= 0 e as quantidades p = q = 0, temos trés raizes reais e iguais e a
condicdo adicional para a existéncia de pontos criticos sera:

b/a > 0. (65)
Se A= 0 mas g?/4 = —p3/27 # 0, a existéncia dos pontos criticos acontecera se e
somente se forem satisfeitas a0 menos uma das duas condi¢oes:
VZb i/_b
g < — e/ou 3 (66)
\/6 - 8a ’ =

Na condicdo A < 0, as raizes “x;”, “x,” e “x3” sdo reais e a existéncia de algum ponto
critico acontecera se for satisfeita pelo menos uma das seguintes condicdes:

b b
BBcos(@p/3) < ~3a’ e/ou pY3cos(n/3 + ¢/3) = 8a (67)

A satisfacdo de mais de uma condi¢do implica na existéncia de mais de um ponto critico.

Evidentemente as andlises ja realizas nas se¢des anteriores para a determinacdo de ponto de
méaximo, minimo ou de inflexdo continuam validas e aplicaveis neste caso.

5 DISCUSSAO E CONCLUSAO

Uma funcéo lucro polinomial do 4° grau foi estudada no intuito de se estabelecer seus
pontos criticos para os casos em que o discriminante A= g2?/4 + p3/27 assume valores
positivos, negativos ou nulos. Estes cenarios permitem considerar efeitos, comportamentos,
propriedades ndo explicaveis para funcBes lucro polinomiais de ordens menores,
proporcionando um cenario mais realistico da realidade. Igualmente deve ser ressaltado que
este estudo geral tanto engloba quanto generaliza estudos de lucro maximo ou minimo
usualmente desenvolvidos na literatura, bem como investigados anteriormente por
(BOSQUETTI et al.,, 2018) para uma funcdo lucro dada por um polinbmio do 3° grau.
Igualmente este trabalho complementa o artigo sobre pontos de equilibrio de uma funcdo lucro
de 4° grau (BOSQUETTI et al, 2019).

De uma forma geral, as funcdes de 4° grau apresentam um ponto critico quando A> 0,
um ou dois pontos criticos para A= 0 e trés pontos criticos se o discriminante A< 0. Neste
ultimo caso, aplica-se a formulacdo trigonométrica para as solugdes encontradas para L'(x) =
dL(x)/dx = 4ax® + 3bx? + 2cx + d. Para a determinacdo da natureza deste ponto critico (se
ele é ponto de maximo, minimo ou de inflexdo), aplica-se procedimentos investigativos
associados ao teste de derivada n-ésima. E fato, porém, que a combinacio dos valores dos
parametros “a”, “b”, “c” e “d” determinacdo o caso em questao.

Neste trabalho sdo considerados alguns casos particulares e de interesse na literatura:
Fungbes Lucro descritos por fungdes polinomiais biquadradas e, também, casos onde o
parametro investigado assume valores estritamente maiores ou iguais a zero. Em ambos 0s
casos, algumas simplificacdes e/ou condicdes restritivas adicionais sdo obtidas, adequando-os
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a tais particularidades. Evidentemente, o parametro “x” referenciado ao longo de todo o
trabalho apresenta significado real variavel caso a caso.
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